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齿轮耦合复杂转子系统弯扭耦合振动
分析的轴单元法

欧卫林, 王三民, 袁　茹

(西北工业大学 机电工程学院,陕西 西安 710072)

摘要: 针对存在非平行轴的多分支齿轮耦合复杂转子系统,基于子结构分析理论, 将系统中的每一根轴视为

单元, 将齿轮啮合力视为单元的激振力,在局部坐标系中采用集总质量法建立该单元的振动方程;在系统总体

坐标系中, 将各单元的振动方程联立, 形成齿轮耦合复杂转子系统弯扭耦合振动方程, 通过数值求解, 获得系

统固有频率和动态响应。采用所提出的轴单元法, 对某航空发动机启动系统进行了模态和强迫振动特性分

析。

关　键　词: 航空、航天推进系统; 转子系统; 弯扭耦合振动; 集总质量法; 轴单元法

中图分类号: V231. 9; T H113　　　　　文献标识码 : A

Shaft Element Method for the Analysis of Lateral-Torsional

Coupling Vibration of a Complex Gear-Rotor System
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( School o f Mechatronic Eng ineer ing ,

Northw estern Poly technical Univer sity, Xi'an 710072, China)

Abstract: In the complex gear-ro to r sy stem w ith unparallel axes and mult iple branches,

based on sub-st ructure theory , each simple r otor w as r egar ded as an ax is element , and the

gear meshing fo rces w ere considered as excit ing forces of the element , then the vibration

equat ions of all ax es w er e established w ith lumped mass method in local co ordinate sy stem .

In g lobal coordinate system , all these vibrat ion equations w ere synthesized to the lateral-

torsional coupling vibration equat ion of the complex gear- rotor sy stem. T hrough numerical

calculat ion, the natur al fr equency and dynamic response o f the system can be obtained. At

last , the mode and lateral-torsional passive vibrat ion o f an aero-eng ine start ing t ransm ission

sy stem w as analyzed w ith the ax is element method proposed in this paper.

Key words: aero space propulsion sy stem; rotor sy stem; lateral-tor sional coupling

vibr at ion; lumped mass method; ax is element method

　　现代工业的发展使齿轮传动系统朝着高转

速、大功率的趋势发展,同时也使自身的结构越来

越复杂,如直升机主旋翼传动系统、月球车驱动系

统和机械手减速系统等, 都属于齿轮耦合复杂转

子系统。由于齿轮啮合的作用,这类转子系统的振

动特性与简单转子系统有着根本的区别,突出的



特征为系统的各轴间的弯扭耦合振动。对此类系

统的振动特性分析,近十多年来,研究人员做了大

量的工作, 取得了许多成果 [ 1～6] , 但是目前所提出

的方法往往只适用于某一种类型的齿轮耦合转子

系统,如多根平行轴齿轮耦合转子系统,而对于存

在非平行轴以及多分支的更为复杂的转子系统,

尚缺乏行之有效的方法。为此,本文提出了一种适

用于各种齿轮耦合复杂转子系统振动特性分析的

轴单元法,为齿轮耦合复杂转子系统的振动特性

研究提供有效的手段, 为系统的设计、修改和性能

评估提供一定的理论依据。

1　轴单元法

　　图 1为一种典型的齿轮耦合复杂转子系统。

该系统由n根轴组成, 有1根输入轴(轴1)和多根

输出轴(多分支) , 轴与轴之间通过齿轮(直齿圆柱

齿轮、斜齿圆柱齿轮和锥齿轮等)耦合在一起。为

了建立该系统的振动方程,把系统分为n个单元,

即每一根轴为一个单元, 各轴单元之间通过齿轮

相互耦合。根据集总质量法[ 1] ,系统中第m 个轴单

元,可以等效为图2所示的集总质量模型, 亦即将

每个轴单元划分为许多个无质量的弹性轴段, 而

将转子上的分布惯性参数向轴段间的节点等效,

用无弹性的惯性盘表示。

图中l j 和d j 分别为轴单元中第 j 个轴段的

图1　齿轮耦合复杂转子系统

F ig . 1　Complex gear-ro to r system

图2　轴单元的集总质量模型

F ig . 2　Lumped mass model of shaft element

长度和直径; E I j , K �j分别为第 j 个轴段的弯曲刚

度和扭转刚度; m j 和 J ij ( i= x , y , z )分别为节点 j

处惯性盘的质量和转动惯量; d j ik和kj ik分别为轴承

的阻尼和刚度。在局部坐标系omx my mz m中,第j 个

节点的自由振动方程可以表示为:

MjX
�
j + CjX

�
j - K

j+ 1
a Xj + 1 - K

j
bX j- 1 + {K j

l + K
j+ 1
c + K

j
d}Xj = 0 ( 1)

式中:

M j =

m

m

J y

j x

J z j

　　　　　Cj =

dx x dxy 0 0 0

dy x dyy 0 0 0

0 0 0 J z� 0

0 0 - J z� 0 0

0 0 0 0 0 j

K
j
l =

kx x kxy 0 0 0

ky x kyy 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 j

　　　　　K
j+ 1
a =

A 0 - B 0 0

0 A 0 - B 0

B 0 - C 0 0

0 B 0 - C 0

0 0 0 0 K � j+ 1

K
j
b =

A 0 B 0 0

0 A 0 B 0

- B 0 - C 0 0

0 - B 0 - C 0

0 0 0 0 K � j

　　　　　K j+ 1
c =

A 0 B 0 0

0 A 0 B 0

B 0 2C 0 0

0 B 0 2C 0

0 0 0 0 K � j+ 1
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K
j
d =

A 0 - B 0 0

0 A 0 - B 0

- B 0 2C 0 0

0 - B 0 2C 0

0 0 0 0 K � j

Xj = { x j , yj ,  j , !j , �j } T
m 为第m 个轴单元在局部坐

标系omx mymz m 下第 j 个节点的振动位移;而:

A j =
12EI j

l
3
j
　　B j =

6EI j

l
2
j
　　C j =

2E I j

l j

　　当第 m 个轴单元上的第 j 个节点上有齿轮

(即齿轮 j )与第 l个轴单元上的第 i个节点上的齿

轮(即齿轮 i)啮合时,式( 1)就可以写成:

M jX
�
j + {Cj + Cj j }X�j - K

j + 1
a X j+ 1 -

K
j
bX j- 1 + {K

j
l + K

j + 1
c + K

j
d + K j j }X j +

Cj iX
�
i + Kj iXi = 0 ( 2)

式中: X i= { x i , y i,  i, !i , �i } T
l ,为第 l个轴单元局部

坐标系olx ly lz l 下第i个节点的振动位移;矩阵Cj j ,

Cj i, Kj j , K j i是齿轮副 j i 啮合引起的耦合阻尼矩阵

与耦合刚度矩阵,可以通过分析齿轮间啮合力得

到。

齿轮的啮合力对系统而言属于内力, 但是对

轴单元而言可以视作该单元的激振力,它与齿轮

间的啮合刚度、啮合阻尼及相对位移等有关。在不

考虑齿轮的制造、安装、传动误差, 也不考虑啮合

齿侧间隙、啮合摩擦力及啮合线位置的变化时, 齿

轮副间的啮合力可近似表示为振动位移和振动速

度的线性函数。这样,齿轮副j i啮合激振力就表示

为:

Fj = cj iAj jX
�
j + kj iAj jXj + cj iAj iX

�
i + kj iAj iX i

Fi = c j iAijX
�
j + kj iAijX j + c j iAiiX

�
i + kj iAiiXi

kj i和 c j i分别表示齿轮副 j i 的啮合刚度和啮合阻

尼; Aj j和Aj i分别为激振力Fj 对应于Xj , X i 的系数

矩阵; Aij和Aii分别为激振力Fi 对应于Xj , X i 的系

数矩阵。于是就有: Cj j= cj iAj j , K j j= kj iAj j ,

Cj i= c j iAj i , Kj i= kj iAj i。式中: kj i, cj i, Aj j , Aj i, Aij , Aii

的具体值取决于齿轮副的类型和参数。

当齿轮 j 同时与多根轴上的齿轮啮合时, 同

样可以得到类似于式( 2)的节点振动方程。这样第

m 个轴单元中每一个节点都可以根据式( 1)和( 2)

中写出该节点的自由振动方程,把全部节点的方

程联立起来就可以得到第m 个轴单元的方程。对

于单分支情况,第m 个轴单元将与第m- 1和m+

1个轴单元通过齿轮耦合,其自由振动方程简记

为:

MmX
�
m + CmX

�
m + Cm, m- 1X

�
m- 1 + Cm ,m+ 1X

�
m+ 1 + KmXm + Km, m- 1Xm- 1 + Km , m+ 1Xm+ 1 = 0 ( 3)

式中位移向量:

Xm- 1 = { x 1 , y1 ,  1, !1 , �1 ,⋯, x n
m- 1

, y n
m- 1

,  n
m- 1

, !n
m- 1

, �n
m- 1

} T
m- 1

Xm = { x 1, y 1 ,  1 , !1, �1 ,⋯, x n
m
, y n

m
,  n

m
, !n

m
, �n

m
} T

m

Xm+ 1 = { x 1 , y1 ,  1, !1 , �1 ,⋯, x n
m+ 1

, y n
m+ 1

,  n
m+ 1

, !n
m+ 1

, �n
m+ 1

} T
m+ 1

分别为第m- 1, m, m+ 1个轴单元在各自的局部

坐标系 om- 1x m- 1ym- 1z m- 1, omx my mz m, om+ 1x m+ 1y m+ 1

z m+ 1中的位移向量; nm- 1 , nm, nm+ 1则分别为第m-

1, m, m+ 1 个轴单元的节点数; 矩阵Mm, Cm, Km

分别为第m个轴单元的质量阵, 阻尼阵和刚度阵;

Km , m- 1 , Km , m+ 1 , Cm, m- 1 , Cm, m+ 1分别为第 m 个轴单

元与第m- 1, m+ 1个轴单元因齿轮啮合而产生

的对应于位移向量Xm- 1与Xm+ 1的耦合刚度阵和

耦合阻尼阵。

当第m 个轴单元为输入轴时, 式( 3)简化为:

MmX
�
m + CmX

�
m + Cm, m+ 1X

�
m+ 1 +

KmXm + Km, m+ 1Xm+ 1 = 0 ( 4)

　　当第m 个轴单元为输出轴时, 式( 3)简化为:

MmX
�
m + CmX

�
m + Cm , - 1X

�
m- 1 +

KmXm + Km, m- 1Xm- 1 = 0 ( 5)

　　为了研究多分支系统, 现假设系统具有2 个

分支,第m 个轴单元为系统的分岔点,第1个分支

从系统输入轴1开始到该分支的输出轴 s, 第2个

分支从与轴m 耦合的轴 s+ 1到该分支的输出轴

n。为方便起见,对系统轴单元按第1分支、第2分

支的顺序进行编号。这样式( 3)就可以扩展成为:

MmX
�
m + CmX

�
m + Cm, m- 1X

�
m- 1 +

Cm , m+ 1X
�
m+ 1 + Cm, s+ 1X

�
s+ 1 + KmXm +

Km, m- 1Xm- 1 + Km, m+ 1Xm+ 1 +

Km , s+ 1X s+ 1 = 0 ( 6)

　　系统中的每一个轴单元就都可以根据式( 3)

～( 6)得到该轴单元的自由振动方程, 共有n个。

这n 个方程都是在各自的局部坐标中建立起来

的,为了建立系统的整体振动方程,必须建立一个

系统的总体坐标系oxyz。为了避免繁琐的坐标转
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换, 总体坐标系 oxy z 设为广义坐标系,在该坐标

系下各轴单元的位移向量仍然取其在本身的局部

坐标系下的位移向量, 即系统位移向量:

X = {X T
1 , ⋯, X T

s , X T
s+ 1 ,⋯, X T

n } T

　　这样, 在总体坐标系 oxyz 中, 就将可以直接

这n 个振动方程联立起来形成系统的振动方程,

简记为:

MX
�+ CX

�+ KX = 0　　　　(自由振动)

MX
�+ CX

�+ KX = F　　　　(强迫振动)
( 7)

式中: M =

M1

�
M s

Ms+ 1

�
Mn

C =

C1, 1 C1, 2

C2, 1 C2, 2 C2, 3

� � �
Cm, m- 1 Cm, m Cm , m+ 1 Cm , s+ 1

� � �
Cs, s- 1 Cs, s

Cs+ 1, m Cs+ 1, s+ 1 Cs+ 1, s+ 2

� � �
Cn- 1, n- 2 Cn- 1, n- 1 Cn- 1, n

Cn, n- 1 Cn, n

K =

K 1, 1 K 1, 2

K 2, 1 K 2, 2 K2, 3

� � �
Km, m- 1 Km, m Km , m+ 1 Km, s+ 1

� � �
K s, s- 1 Ks, s

K s+ 1, m Ks+ 1, s+ 1 Ks + 1,s + 2

� � �
Kn- 1, n- 2 K n- 1,n- 1 K n- 1, n

Kn, n- 1 Kn, n

分别为系统总质量矩阵, 总阻尼矩阵与总刚度矩

阵。F= {F1,⋯, Fs , Fs+ 1,⋯, Fn}
T
为系统的外加激

振力向量。

当系统的分支数大于2时,同样可以得到与

式( 7)一样的振动方程, 而系统的总质量阵, 总阻

尼阵以及总刚度阵的形式也与分支数为2时相类

似。

采用数值方法求解式( 7) ,可获得无激励时系

统的模态和有激励时的响应。

2　算　例

　　图3为某航空发动机启动系统的简化分析模

型。这是一个齿轮耦合 3转子系统,由高速轴(简

称 H 轴)、中间轴(简称 M 轴)和低速轴 (简称 L

轴)组成。启动系统的传递功率分别为 H 轴100

kW, M 轴92 kW, L 轴85 kW。H 轴的工作转速为

31 440 r/ min。3根轴的直径依次为: H 轴 0. 025

m, M 轴0. 020 m, L 轴0. 040 m。通过对每根轴上
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零件和结构的等效处理,得出H 轴、M 轴和 L 轴

的集中质量节点数分别为 13, 13和10,系统总节

点数为36。3个轴单元在系统振动方程中的排列

次序依次为 H 轴( 1～13) , M 轴( 14～26) , L 轴

( 27～36)。图中标示了转子系统中重要节点的节

点号,包括5个惯性盘节点、4个齿轮节点和6个

图3　某航空发动机启动系统简化模型

Fig. 3　Simplified model of the enable sy st em of

a cereain aer o-eng ine

轴承节点。其中5个惯性盘的质量依次为: 4. 897 6

kg, 2. 938 6 kg , 0. 887 8 kg , 2. 034 6 kg , 11. 264 1

kg, 极转动惯量依次为: 0. 019 5 kgm
2 , 0. 011 7

kgm
2, 0. 001 1 kgm

2, 0. 004 2 kgm
2 , 0. 085 7

kgm
2, 直径转动惯量均为极转动惯量的一半; 各

轴承为滚动轴承, 支承刚度与阻尼分别为0. 8×

107 N/ m 和0. 6×104 Ns/ m。4个斜齿轮的齿数

分别为18, 79, 15, 82;两对齿轮的啮合刚度分别为

2. 42×108
N/ m 和 5. 48×108

Ns/ m, 阻尼比取

常值0. 05。

2. 1　模态分析

　　由于本系统是由3 根轴耦合而成, 在静态工

作点上,各轴的转速互不相同,分析时用H 轴转速

作为系统的基准转速。现对系统工作转速为 31

440 r/ min 时的模态分析结果进行讨论, 这时所

对应的M 轴转速为7 163. 5 r/ m in, L 轴转速为1

310. 4 r/ m in。为简单起见, 这里仅讨论在0. 5～

1. 5倍工作转速范围内的模态。在未耦合之前, 系

统中各轴在这一范围内的模态见表1,其中有一个

模态的对数衰减率为负,即存在不稳定模态。而耦

合时, 在这一范围内, 系统有 7个模态, 其对数衰

减率均为正, 即系统稳定, 振型如图 4所示。图中

的转速是以H 轴转速为基准得到的折合转速, 衰

减率即为对数衰减率。对照耦合前各轴的模态, 可

以看出,模态2与模态5为单轴振型,分别对应于

L 轴的模态1 与模态3;模态1, 4, 6为二轴耦合振

型,其中模态1由M 轴的模态1演变而来,

图4　耦合系统的模态

Fig. 4　Modes o f coupling sy stem

模态4由L 轴的模态2演变而来, 模态6为耦合系

统派生出来的新模态; 模态3和模态7为三轴耦合

模态,均为耦合系统派生出来的新模态;耦合系统

派生出来的新模态是耦合系统特有的,只依赖对

简单的单轴转子分析是无法得到的。

2. 2　强迫振动响应分析

　　为了分析系统的强迫振动响应特性,在不考

虑输入输出扭矩波动的情况下,分别在高速轴节

点6、中间轴节点19、低速轴节点28上施加不平衡

量2. 0×10- 6
kgm。图5为3种情况下的系统
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表1　耦合前系统各轴的模态

Table 1　Mode of shaf ts in system without coupling

轴 模态号 振动类型 转速/ ( r/ min) 对数衰减率

H 轴
1

2

1阶弯扭

2阶弯曲

25 777. 3

40 001. 8

- 1. 9×10- 13

0. 31

M 轴

1

2

3

1阶弯曲

2阶弯曲

2阶弯扭

16 178. 4

36 828. 6

37 466. 8

0. 32

0. 62

3. 9×10- 14

L 轴

1

2

3

1阶弯曲

1阶扭转

2阶弯曲

24 250. 1

29 730. 5

30 819. 2

0. 11

2. 1×10- 13

0. 66

　　　　　　注: 表中的转速是以H 轴转速为基准得到的折合转速

图5　系统幅频响应图

Fig. 5　Amplitude and f requency r esponse o f system

幅频响应图。从图中可以看出,高速轴的不平衡不

仅会激起所在轴的强迫振动响应, 而且还会激起

其他两轴的响应;中间轴和低速轴的不平衡都未

激起高速轴的强迫振动。由此可见,高速的不平衡

特性会对整个系统的动态性能产生影响,而且随

着系统转速的提高,不平衡响应逐渐增大。

3　结　论

　　( 1) 对于各种形式的齿轮耦合复杂转子系

统,将每一根轴视为单元,把齿轮啮合力视为单元

激振力,建立轴单元振动方程,然后联立起来可以

得到系统的振动方程。

( 2) 齿轮耦合系统复杂转了除了有单轴模态

和轴间耦合模态外,还派生出新的模态,使得振型

分布较密,因此应当小心选择工作转速,以避开系

统的共振区。

( 3) 齿轮耦合复杂转子系统中高速轴的不平

衡除了激起所在轴的高幅振动外, 还会激起其它

轴的振动,从而影响系统的安全性和可靠性,因此

要注意提高高速轴的动平衡精度, 以提高系统的

动态品质。
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